
 



 



 



 



 



 



 三重积分 0310412015 巩 舒阳

I Framework ant definition of triple integral n multiple intgrl

Similar to double integral both in terms of def tech

but calculation in more complicated

In many cases we can use some properties such

as symmetry to simplify the calculation

1.1 Definition

Step I Discretizerbyri.i li.in hith nil 7
Step 2 Pick any point Xi yi Zi E ri

fcxi.yi.zizlrilllr.it is the volumeof r

Step了 Taking linit.lexy 70

SI nf xyz dxdydz lin if xi.yi.zi lril

Recall the definition of Riemann integral on I d

1.2 Calculating integral in 3 D rectangular coordinates



Meftdh From 3 d integral to iterated integral

Fix Xy integrate

Z.ISuflxyzsdxdydz fkiyYf1Xiyz d d dy

Fix Z integrate X.y

fffrflxyzsdxdydz ffbzfx.yzd.cly dz

Practical steps i

Step I draw the area

Step2 i choose method or

Step3 integrate according to or 20

Some principles to choose or

1 The form of integral area try to avoid to many

discussion

E I fffiytz5 dxdydz
r is formed by f

0.0.1 0.1.1 1.1.1

ow 2 0.22 222



Proof

Draw the area

⼋ Z
ˊ

parallel toy plane

g

ㄥ

fix Z.DZ X y is the triangle by 0.0$ 2 10Z.z 12 Z.tl

fifh.ly iz5 dxdy dz D
001

7 y

ffpz y'iz dxdy
1z.zs

efl 9cytzidxldy Eylyiznjl.ly
⼆

Z
y 225d422 zlloglyiz7

2

tloglzzy l.gl2
2

I f tidz 102
图



I The order of integral should take the closed forn

of the integral into

accomt.EEI flfucty ē't dxdydz where r is

fmnt ⽵
𨸏䛓

Draw ⼋ Z

1

i y

Observation we can't integrate y orz fst
due to the Gaussian integral

integrate first

I ffyz ry z ry é dydz

ry zu ry é dzdy

f'cngsfttty2idlies.es dy

fia té 1 dg



f 1g i l ē dy

⼆ ⼀⼥ tgitē i'll tē
⼆ è

不 Some special functions only depend on one of the
x y Z variables If t function only depend on Z

then integrate xiy first

些3 ffhz'dxdydz r is forme by

n
y年 Z R2

ity2tcz.RS 122

Draw ⼈ Z

三 details refer to

Yantong Xie's notes

Calculating by symmetry first consideration

Eˢ I fff lxtDigtydxdn.dz



r 器器 吾 1

proof

Xt D y 1 xytytxtl

I I.t I z Is t Iy where

Ii

nxydtdydzIziffhydxdydzI3ifffrxdxdy.dz

I4 wdxdy.dz

By symmetry I Iz I 0

Ii V s不 abe

1.3 change of variables

fxiXIU.v.wlyiylu.v.ws

Z Z U0 W

three conditions

bijeition r r

X y 2 Zc 7 Continuous partial derivatives



Jacobian JE 器 o

Then

fffflx.yzzdv fhflxlu.vn yluv.ws.ZIU.U.wDIJldndo.hr

Two important coordinates

Cylindrical coordinates

X r cos o

y r si n o

Z Z

J r

flhfx.y.zsdu flwfircoso.rsino E rdrdodz

E ⼯ 1么

⾔点ihdsdz.nl㔐

P I

hr2drdodzr.li
品

I l r d drdo r'dude
ˋ



⼆ 2下
1上 不

Spherical coordinates

Z p cosy E

X
psin4coioyipsines.no yōtiiiy

J p sin 4

ffffcxy.zidxdydz

fhflpcinecoso.psindsino.pc.se

psinedpdydoE
ffbid.clyd z D xiyiz 22

㘴
丝 D D where D x y'tz 1

the integral is invariant

fffpsinifsiiopsinydpdyde

ffbp4siiesi.to dp de do



f'p4d 5sin414 f s.io d

f.t 不 ⼆ 41st下

Recall the integral I fh sin cosdo
In ⼆ fi sin 0 do

fE sin o decoy
⼆ fc.com sin o do

M Inn h 1 In

In it In 2

In fit
n odd

t.in even
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Exercise I

I 2 2 du r xiyiz I

竺 IUse symmetry

I flh Zdv

ˋ1 YAsfffnxiyizy.lv

if f'o is inedo dody
⼆ t.zn.fi sin414 iii

⼋
Z

⽹

Exercise2

Calculate the sufae measure 产 5g
x y R2

xiy⾮
ly 2 R2 s 6s p

y

Z ˋ flxy X

器

5 fydittdxdyif.by RÉ ady

后



⼆ 蕊 dx ⼆号 赢 da

⼆⼀上 211 2 2 R i
T

R

R 1

S 6s 6122 1 E

Es V 6V

V fffdxdydz r xiy R

X y

V rdzdrdozc.gr

r sino drdo

⼆ 13 to 0
E 1⼀ 11 E

V2 2123 t



Exercise 4 FI dxf dyffzdz 可
fff fzidodydz

f fzsilazidzeaof triangle
四

知识点 回顾
区域 的体积 V

V fffr I dxdydz
常⽤⽅法

V flZN.yJ
Z.lx.ylldxdynZi_in_ir

n szix.gl

a

⼼ yy

旋转体的体积

设 V 由 y 4 x a zsb 绕 X 轴 旋转的体积

V 不fab42Nd

xiIi 541

sub



③ 曲⾯ ⾯积

Z flxy cxg D

S dltfixyitfptxy dxdy

④ 质量

Mi My dody 平⾯

M f plxyzldxdyd2 三维空间

⑤ 质 ⼼

x _
Y 2 类似 ⼆重积分 三重积分 头等⼤事

是计算 算对
E

第樂 ⼀卦限中 的部分 椭 球体

r 器 管 是 1 x 0 ys az

的重⼼坐标 设密度 p 1

蕋先算体积

M frdxddz f h dxdycjez



其中 D z 瓷 答 1⼀器
S DIED it 下ab 1 È

M taabll
Eiydzitblzi.it us

ubs

ffhzdxdydz

f.CZdzlbzdxdy

fzfaab 1 f dz

⼆ 不世 1 ⼀ dz

it E iii 1 ⼆ ⼀ fi it
Z ⼆ 1器 sㄥ

同理 X 8a y 8b 图



Exercise 6 设 f 在 To⻔上为 正连续函数 证明
认 I f find x f⾚ dx

II I I Ìniǎ
ii I n

以
众

哇
II I f 亦dxfdflxldx

fon
in tit any

⼠ t n inlfit 箭 dxdy

令 t 三 桨 忐 a 管
考虑 ft t t t t t 忘兴

I I 世⼗点 2nin 因

II

I f 箭 do dx

i IS 平 彩 do

令 t flT it 赝

I t 原 㓹 unni 图



Hilder不等式

Exercise7 f f x.y on r I

令 llfllp ff.ltay 1Pdxdy
可

没 lfllpcts

Lp norm of f
设 p 1� 971 tàil 则

lluvll llullpll

llqH.intabc.ttbi Young 不等式

设 a.mn b品
1以101 iwitā 䌬

lullpllvllqfiiiiii.in.ay

if 器 dxdytqtlh器idxdy
⼆ ttqt ⼆1 四

更⼀般 地 有 点六 ⼆ 1

lffuinnundxyanuiipiliunnpnTT.int



Exercise8
⼋9

D
X ty R2
y

Ny 求 D的质⼼ x yo

竺 由对称性 x ⼆ 0

S ⼠下122

offydxdy frsimordr do

⼆

ziyi.fhyiiR3 zi e.int
回



 曲线积分 的 定义

回上
定积分和重积分 中 三要素为 积分区域 被积函数

和积分 微 元 曲线积分 也 分为 三步骤 0分 已积③取极限

第⼀ 型 曲线 积分

① 5 将 曲线 分成若⼲ ⼩段 Li

② 积 在每⼀ ⼩段取点 Xig 求积不flxiyJO Si Si是

每个⼩段的⻓度

③取极限 不段加 细曲线划分 使每个 Csi 趋于 0 和式

极限定义为 第⼀型曲线 积分

fefixgs d 1 1点 不 flxi y jo Si

其中 ⼋ my 1021

理解 求 ⼀ 条曲线 L 的质量

f 可看作 是密度plxy

第⼆型曲线积分

考虑 向量值函数 E x y P xgs Qcxgs 即 F 为
⼀个 从 xgl平⾯到 R 的 映射

① 分 i 将 曲线 分为定向若⼲⼩段



之
7ft

② 积 在每⼀⼩段取点 lxiy 求和 Fixing oxi coy
为内积 的是 cxi coyi 为 Li 所代表的⽅向的量

求和可写为 F Ki yi OXinyi Plxi yyoxitcllxi y jo yi
③取极限 i

f F dr fpixipdotaxgedy
⼆ 怂 不 Flxi yij la i oyi

理上 变⼒做功

L_UEY EEL_
L

区别 ⼆ 型积分 和定的有关

第⼀型曲线积分计算公式

1 y y IX on Ia bl

fufxgsdo fab fixylxi dltyinīdx

直观解释 1Li 1 14炉1 TF 11 y
2 oxi

dltlyi io Xi



2 L 的⽅程为参数 ⽅程

x x It1 α β
y y It

ffix.gsd s f f 1 yet FFT dt

背 1 8 2

Es 考虑摆 线 L xit sinty l costtto.FI

I ⼆ Lxdi
竺 d s d 1 cost午sin'Edt

根据公式

I 1 t.si 明 型焦学可 ii
I 2

2⼈
t sint sin E d t

2 22Lt 21in Eco sinzt.lt

u 45 zu zsinucosalsin.edu

⼆ 8
⼤

u sincecosu sinu du
回顾 fnsindn

8 sinu ucoiutss.is r E 8下 图



EE
求 fclxtylds 其中 c 为 双 纽线 r a'cos20的

右⾯的 ⼀ 瓣 ⼼

ncinrtin

⽣

Se 想 哪个公式可⽤ ⼀ 参数⽅程

X i r o C.io

y r o sino

d s d rio troi do
ro adcosze tr.io a its
roitriaicicoszotciiiii.sn

⼆ 点
d s a 赢 do

代⼊公式



fclxtylds fi ro si not coo a ⾔ do

⼆ a2hi sine cow do

⼆ a fit coso do a sino fi ⼆ 后 a 四

第⼆型曲线积 3的公式

1 y y ix axcb

f Fixipdr fbplxycx Q xgoy ix dx

2 X_X A
αa tip

y i y t

f Fixyidr f 中 xlt.y.tn xA Q x y itDy的 dt

E
I fiitixy dy
C为 逆时针上半 椭 ⽬ 器 管⼆1

pf x a cost

yibsint

I acoittzubsin.co t b cost dt



⼆

cib_Egs3tdt_stzabfsin.co tdt

2ab'fiyl
ta5l2Ey

fidy y3dx

c为 圆周 5 4 逆时 针⽅向

⽇
X zcostyizs.int o.at 2不

I fcx3dy y3de

2216cost cost

tlbsin3tsintdl.tl622
eos4t t sih Xt d t

32 22sin t dt

128 ⾄ SinXlt dt

Recall

E sin do fnitnoddniit.ineven
f sin4it dt 器 int



I 128 316⼀⼤⼆ 2 YZ
图

两类曲线积分的关系
对于 I 型 积分

If Fixys drs
si

注意到 dr i d s

Eyǐ
对于空间还 线 T co α cosβ co r 是 切 的合弦

fpdxtedytRdz fpcosxteco pt Rcosr ds

E 将
I f yd x xdy xyzdz 代 成 ⼀ 型

L ⾦燕 a 1

pfi dr x yizl d t 2 2 t 1 dt

icoix c ip cosr n ¾⾄



⼆ 赢 彘 ⾚

F 前 赢
I fly 忘 x 前 t xyz

5应Jus
⼆ 1 器 d

图



 格林公式 5平⾯ ⼆型曲线积分 与 路径 ⽆关条件

回顾

简单闭 曲线 Jordan曲线 是4 IX β了 ⼼ R 的像

4连续且 为 双射 41α 4 β

o

Jordan引理 RIL ⼆ r Ur 均为开集 且 ⼀ 个有界
⼀ 个 ⽆界 有界称的内部

定义2 若 ⼝中任 ⼀条Jordon curve 命 仍合于 D 则 D

单连通 otherwise 多连通

单

曲线定的 L Lt 前进⽅的左⼿为内部

1



格林公式 P.Q E C D L 逐段光滑

f Pdxtady G ⼀ dxdg

阅读 例 5 Pao 例 6 P92

积分与 路径 ⽆关条件 Pi Q E C D

fn P x y dx Qlxyldy 与路径 ⽆关

I
骂 ⼆ 装

定理 设 P.Q G C D 则

毙 驾
I

ulx.yz.at du Pdxtedy

f cos n x tacos cnyJds 装 笴 do

哇 Oii n an

i ⼀ Cos lniy.co n x



LHS f P.Q co ni x cosany ds

f P Q Coscnix coscny ds

f Q P Eds

f a dx Pdy 些后步步 d6

Ex2 设 uix.y.ve xy 有⼆阶连续偏导 证明

111 ffvou do f v器d 装装 ⼀步 d6

2 u o v_v au do 三 fu 装 ds

哇 f v 器 ds flu 装 v步 n'd s

i
录 0 孨 0 do

⼆ 以⿒步 步我埗步 do

2 follows by switching u and v
因



k 3 设 fix y 在单位圆 盘 D 2
y ⻔ 上 C 且有

lflx yskltcx gl ED 证明 x y E intD s t

⻨
2

lcxoy 4

注 没 T ⽅程为

X X It Yi Y Lt I

1 满⾜瓷 - 前装 装 ⼀前景

和 为 fcxy 的梯后曲线
𠰍 若⽇ X yo ED of IX Yo 0 则证明完毕

假设 ⼜f 0 IX y H

考虑 f 在⼝中的梯度曲线 T

初4ns
X107 0

yo io

f XT yi - fool ⼆ 装 x it ⼗步y it dt

f of F d s i

I LH S E 2

f t f I d s 2

⺕ lx yns tl Hk y 2 回



第⼀型曲⾯积分
定义

分 5 o Si

取点 3i Mi3 e O Si
求和 不 p 3in i 3i 4Sil
取极限 ⼊⼆

naxlos.ildi.I.PLi.ni 3i 4sil
记为 plxgzsds

公式

1 Z 9 cx.gs Xy H

fxy.tl d S fxygnay ⼩ zizyd6

21 X X14 v

y Y U.ˇ

1 Z Z u o

UDEDffflxyzidsiffflxlus.ylu.us
z mu FT dudu

where f
E Xu'tYn 22

F XuXu tynyut Zwzu

4⼆ Xityitzǒ



些

I f xytz
d s 5 x2g't z ER2

pf I f G2 27ds

f
Z R Co9

f
E 122sinY

X RSin4cos0 G
RsinytEcoi4co.oidisi.io

Y Rsinesino F o

I 25 4sine sinhoco20 R 054 122sin f de do

R6
2

sin'ocoiodo.fi sin54dy zaR 2coiesii4dy

R6

154tR6 45RY

第⼆型曲⾯积分

双 侧 曲⾯ 翻书

fixyz o n fx.fy.fr
定义

分 0Si

和 志 F 3i.ni.si n Ii ni 3 o Si
极展 lii ⾔ F In l o Si



gF I dydz.dxdz.dxdy ffFN.y.ES
n x.y ds

公式 若

X_X1y.zyfjPdydztQdzdxtRdxdy

IfPlxyZI.y.ZDtQCxyz.yznl
XDtRIXIY.ca

Y.ytX2dxdzE
5yzdxd.gs为 器 告⼀ ⾔ ⼆ 1 的外侧

pfisiS.US
I 2ffzdxdy Z c ㄏ

2ffc 兴 dxdy

2 zhabL 34⼀⼀2954 囼



Caveat

些 若 Ʃ 分 块光滑 且关于xoy 对称 flxyz 在 三
上连读 且 fixyzii flxy.az E Ʃ uƩ

SEfix.geds 2fhfly.z ds 许 祥

fix y.z dy 2 fxyzldxdy

公式 2

5
1年 ⽕品 IU.DE D
Z Z U.v

A 器 B 器 ⼆

ffs Pdxdz adzdxt Rdxdy

fb PCX.y.ZJ.AcnvztQCX.y.ZJBIU.ytRCXY.ZJCCu.US
dudu

Caeulute

I ffslyzidydztCZ xsdxdztlx pdx.ly

s 为 x R72 y年 ZER2彼 rFy r2 割下部分
在 230 部分 外侧 R or



⼋

哇

EEIITiiiiiDszjZid2px

xiyrp.it j 2rx
单位法的

n Xyz ⼆ ⼠和管 ⼀些 当⼯

取 ⼗

I sly z.z x.x.gs n d s

⾚⼼ 些 是 I y z.z x.x.gs ds

后 Yi ⼀ 4 E
X x y dtdy

ffy
XZ RJtRZtyz yxtXZ yzd.gg

⼆ fb R R告 dxdy
⼆ Rfbdxdy 不 R 回



EE bonus

设 ulx.gs 在 D上 泪 和 即 ut C D 且

ou 装 哿 o on D

证明

i fu di t do

2 若 ucx.gs 在 L 上为零则 uixy 在 D上为零

E Mean value theorem

UE C D harmorin.ae 0 then

u
⾼ ⼦剩Billy dy

Pt 令 Eir iib Bar
dy

let Yi Xt r Z ZEDD lol

Elr 三1剩131

ulxtrz dz

E ⼼ i痴 Z DU xtrz dz

T1剩 tnx.rs兴⼀ DU ly dy



赢 1 fix 器 dy
oftBcx.TT

0nT1y

E ri C for some c

Let r o E r u IX 图



 Gauss公式

设了是有界空⻔ 的边界 那么 Gauss公式的形式是

St Pdydzt Qdzdxt Rdxdy
⼆ Mr 架 等⼗ dxdydz

st 曲⾯ 外侧
散度 divergence 向量函数 F P a R

divF ⼆ 架 等 器

Gauss公式有如下 写法

1 Finds ffhdiuE dr

可推⼴⾄ n ⽣住 r ER 有界区域 F P

f F n d s flfdiuidx
where divF iii

Stokes 公式

S 双侧有界曲⾯ L为 S的边界 那么

f Pdx QdytRdz⅓ 出
⼀ dydz 能 ⼀ dzdx

⼀ dxdy



去孫

0in 11.1䛓 等 简
P Q R

E x I In Stoke's formula If L is the boundary

of both S and Sr We have

1
E dzdt dxdy

⼝
袁 武

州警 管 简
Explain why

E x2 S 光滑闭曲⾯ 国成 r.ucx.y.zs.vlx.y.ES Ecirus
证明

511 0dv flfu di't su on ds

其中 P n m n

fffrxu.ae dv flhuovdvtfffsu器 ds

I f o u o and u xyz 三 0 on S then show the t

ulxyzl 三 o on r



常微分 ⽅程 loDE
Background

i Newton's second law of motion

酱2 a

F ma
F m.dz

ii The mass of radium

tlt Pmt

n阶 微分 ⽅程⼀般形式

FCX.ylxs.lyix y 0

通解 特解

ode 解法

分离变量

i y fxigcy gcyzt dy
fxsdxfgyi

dyiffexsd.li
i ⻬次⽅程

y fix.y g



令 u 告 u ㄒ ㄨ9 ⽗ 9th
分离变量

iii y fcaxtby c

令 Ziaxthytc
Z at by at bfcz

liv y flǎgc
若 19点1 o 令 Z axtbiy

G C2 0 ⼆ ⻬次

19点1

Solve ax.tb.y.ec 0

a2Xothg.tn
Koy

y f 台㸚1bigyn ijfu
x

x.iry y
欲

EX3 KIIDlp
Ddxtxydyz.pt变 dx 前 dy



fitdx f 品的

it logM log lyell t L

ex x2lyE il e

ex x y 1
C

Ex4 y2 313yix y
pf yin 3 y

Tidy
ㄨ3

dxarcta.lyloglxt31 t c

y tan log 1 31 c

Ex 5 y 8 2g 1
2

pf Z 8 2g 1
Z 8 2y 8 222

ezntdz dx

tartan E Xtc

代⼊ arctanl4xtyt.it 4 C



⼀ 阶 线性⽅䄫

y't Px y 0

yi C exp fpxidx

⾮⾕次 ⼀ 阶线性 ⽅程

y Pa y Q x

⽅法 常数变易法
先解 yitpxiyio

y ccxsexp ⼀ fp'ㄨ'd

代⼊ 求 IX

ix eepl fpi.nl Q必

解 Ca

Bernoulli⽅和

y P IX y Q x yα
令 Z y

tα

Ex 6 y y y cosx six

pf令 Z y
1

Z Z sinx cosx



Z Z0 Z c e
X

设 Z Cline

Z Z C x ex sit co x

c x ēXlsiux_cosy
ix ⼆ f sinx cost d E

exlsinx.co x f e
X
cosxtsinx dx

⼆ elsinx cesxl fcoixti.in det

e lsinx cxy e
Ycoixtsinxltefxlaxs.in do

ccx exsinxt C
Zi fēxsinxt c ex

sinxtcetyicexsl.no
图

Ex 装 tzyi 4ㄨ

p f i y C IX EX

C 1ㄨ EX 4x

L 4x e

C IX ⼆ f 4x e do fzx d Le



2 ē
X

f e du 2x.DEXtc

y 2 1 ⼗ Cē2

四

恰当⽅程

⽆线 Pcxyidxt Qaysdy o

dyP JxQ

找 uixy at du Pax Qdy

则 Ulxy C

积分因⼦ 法

Mcxy dx N ly dy ⼆ 0

找 uxy st

UM dx UNdy 0 为 怜 当

理解 等 Mt 哿 te 我 Nt 架 U

在箭以 ⼀步N 装⼀等

苦 u u X 则

n U ⼼ ⼆世 我 ⼀ 上到772⼀ ⼀⼆ F ㄨ

则 U x exp f FM dx



② u u y 同理

Ex8 ydx x 1 -xydy o

pf 设 M y N x l y
u Mdx t UNdy

芸怡当则

哿 Mtu 装N t u 1- y

步 y ⼆ 炎 x rxy uy
设 装 - 0 则

哿 ⼆ - u u ēx

yē dx ē x 1 -xysdy 1 lb 当

业 求原函软

xyt DēY c

囼



 

E Y t9a yio

让 4 9 为 凶 的 解 有 W IX 三常较

⽣ WN 4 lx 发 x 42104

w'lx 4 Ix 4ix 4 4 ly e 1s 4
t n T

4 is4 1y

t

f qcxicf.az4 x ⽕必 qix4 lt 三 0

些 让明 图
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若 五 41 6 4 x 0 lay WKX 0 年后
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